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1. ВВЕДЕНИЕ

Современная комбинаторика богата огромным количеством глубоких и интересных
задач, которые, однако, с трудом поддаются решению. Пафос этой заметки в том, что,
по-видимому, некоторые из этих задач можно решать с помощью компьютера. Мы по-
стараемся привести здесь такие примеры, которые доступны студентам младших курсов
или даже сильным школьникам как по своим постановкам, так и по возможным мето-
дам компьютерного анализа.

2. ПРОБЛЕМА БОРСУКА

Одна из самых замечательных проблем комбинаторной геометрии — это проблема
Борсука, поставленная в 1933 году. Про нее написано множество книг и обзоров, среди
которых [1–11]. Здесь мы остановимся на наиболее важных для нашего изложения вехах
в истории задачи.

Для начала рассмотрим произвольное множество точек F на плоскости. Множество
может быть и конечным, и целой фигурой, и какой-нибудь неизмеримой «бякой»— лю-
бое. Его диаметр — это максимум расстояний между точками в нем. Вернее, supremum,
так как максимум может и не достигаться, но сути это не меняет. Конечно, если мно-
жество F неограниченное, то его диаметр — бесконечность, а если оно состоит из всего
одной точки, то его диаметр — ноль. Такие случаи мы рассматривать не будем. Нам хо-
чется разбить множество F на части строго меньшего диаметра. При этом мы стараемся
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минимизировать число частей. Образно говоря, F — это вкусный торт, который не про-
лезает к нам в рот и который мы хотим съесть как можно быстрее. Правда, торт может
быть и весьма странной формы.

Приведем примеры. Пусть F — квадрат со стороной 1. Его диаметр — это длина его
диагонали, то есть p

2. Очевидно, любое разрезание такого «торта» прямой линией, не
проходящей по диагонали, дает два куска меньшего диаметра, и это оптимально.

Пусть теперь F состоит из трех точек — вершин правильного треугольника со сто-
роной 1. Его диаметр 1. Но его придется резать уже на три части, ведь любые две точки
по-прежнему образуют кусок диаметра 1. Несколько более трудным является аналогич-
ное утверждение о круге: круг тоже нельзя разбить на две части меньшего диаметра.
Интуитивно утверждение понятно, но формальное доказательство требует небольших
усилий, и тут мы его не приводим.

Может быть, бывают множества, еще менее податливые, нежели вершины правиль-
ного треугольника или круг? Нет, оказывается, всякое множество можно разбить на 3
части меньшего диаметра! Идея следующая. Пусть диаметр F равен 1. Мы можем так
считать, не ограничивая общности, ведь, научившись разбивать на части меньшего диа-
метра множества диаметра 1,мы с помощью гомотетии разобьем и любое ограниченное
множество. Найдем теперь такое множество U , что каждое множество диаметра 1 мож-
но движением загнать внутрь U . Ясно, что такие множества существуют. Например, за-
ведомомножество диаметра 1накрывается квадратом со стороной 1.При этом, разумеет-
ся, мы не утверждаем, что диаметр такой универсальной покрышки равен 1. Тот же квад-
рат имеет диаметр p

2. Тем не менее, если мы разобьем универсальную покрышку на
сколько-то частей с диаметром, строгоменьшим единицы, томыикаждый «торт», таким
образом, разрежем. Нетрудно видеть, что квадрат со стороной 1 на три части не разби-
вается. Что же делать?Искать более экономную покрышку! Оказывается, такая покрыш-
ка — правильный шестиугольник с расстоянием 1 между параллельными сторонами.
Любопытно, что весьма непросто доказать про него, что он действительно служит по-
крышкой. Очень изящное доказательство приведено в замечательной старой книге [9].
На рис. 1 мы показываем, как надо разбить эту покрышку на 3 части. Легко посчитать,
что диаметры частей суть p

3
2 .

Рис. 1

Стоит отметить, что круг диаметра 1 нельзя разбить на 3 части, у каждой из которых
диаметр был бы строго меньше, чем p

3
2 . Это говорит о том, что p

3
2 — в некотором смы-

cле оптимальный диаметр части в разбиении произвольного множества диаметра 1 на
плоскости.

Отдельный интерес представляют конечные множества точек. Для них можно дать
теоретико-графовую интерпретацию минимального числа частей меньшего диаметра,
на которые они разбиваются. А именно, пусть F — конечное множество точек на плос-
кости. Соединим отрезком каждые две точки, реализующие максимум расстояний среди
точек множества F . Получится так называемый граф диаметров. Напомним, что хрома-
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тическим числом графа G называется величина χ(G), равная наименьшему количеству
цветов, в которые можно так покрасить все вершины G , чтобы концы любого ребра име-
ли разные цвета. Так вот несложно видеть, что если G — граф диаметров с вершинами
из конечного множества F , то χ(G) — это и есть минимальное число частей меньшего
диаметра в разбиении F !

Отметим, что конечность F важна. Например, окружность радиуса 1 нельзя разбить
на 2 части меньшего диаметра, но если с ней связать граф диаметров по стандартному
принципу, то получится паросочетание— набор из попарно несмежных ребер, у которо-
го хроматическое число, конечно, равно двум.

В размерности 3 имеет место аналогичная задача. Аналогом треугольника здесь слу-
жит правильный тетраэдр, показывающий, что трех частей хватит уже не всегда. Также
работают и универсальные покрышки. А именно, используется усеченный специаль-
ным образом правильный октаэдр, и подробности, опять же, можно найти в книге [9].
Важно, что и здесь четыре — точная граница, то есть четырех частей всегда хватает.

Однако если на плоскости была оптимальная константа p
3

2 , то в трехмерном про-
странстве такое число пока не найдено, и это важная открытая проблема — первая из
тех, о которых мы хотим поговорить.

Сейчас с помощью универсальных покрышек показано (см. [6]), что каждое множе-
ство диаметра 1 в R3 можно разбить на 4 части с диаметрами, не большими 0.98. В то
же время известно, что шар диаметра 1 нельзя так разбить на 4 части, чтобы диаметр
каждой из них оказался меньше величины√

3+ p
3

6
= 0.888. . .

Получается, что пока зазор весьма значителен, ведь в масштабах единицы он составляет
практически 10 процентов.

Кажется почти безнадежным улучшить нижнюю оценку 0.888. Была даже гипотеза
Гэйла, что «хуже шара зверя нет». Но доказать или опровергнуть ее не удается. Гораздо
более перспективно уточнение верхних оценок. И вот здесь вполне мог бы помочь ком-
пьютер. Идея следующая. Допустим, мы знаем некоторую универсальную покрышку U .
Для примера рассмотрим тот же правильный шестиугольник на плоскости. Пусть его
вершины суть A,B ,C ,D,E ,F (см. рис. 2). Рассмотрим пары противоположных вершин,
скажем, A и D . Проведем диагональ AD и две прямые, которые ей перпендикулярны и
отстоят от центра шестиугольника на расстояние 1/2. Ясно, что если множество F , име-
ющее диаметр 1, покрыто шестиугольником U , то его точки не могут лежать одновре-
менно в треугольниках с вершинами A и D (между такими точками расстояние боль-
ше 1). Это означает, что покрышку можно усечь, удалив один из треугольников, причем
новое множество снова будет покрышкой.Но это только для одной пары противополож-
ных вершин. Если брать все-таки все пары в расчет, то получится такое утверждение:
любое множество диаметра 1 может быть покрыто либо первым, либо вторым мно-
жеством, представленном на рис. 3. Возникает уже не покрышка, но универсальная по-
крывающая система (у.п.с.). Разбивая наиболее экономным образом каждое множество
в ней, можно добиться лучших оценок, нежели те, что получены с помощью одной по-
крышки! Разумеется, на плоскости уже покрышки решают все, но вот для пространства
у.п.с. крайне перспективны.

Причем здесь компьютер? Совершенно ясно! Построим мы у.п.с. из тысяч элементов
(а почему нет?), и как мы без компьютера сможем их все разбить?
НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ МОЛОДЫХ УЧЕНЫХ 27
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Рис. 2
Рис. 3

Но это еще не все. Дальше начинаются размерности n ≥ 4. Мы не будем вдаваться в
подробности, благо вся эта история красочно изложена во многих уже цитированных на-
ми источниках. Суть в том, что долгое время люди верили в справедливость следующего
утверждения, которое принято называть гипотезой Борсука:

Любое множество диаметра 1 в Rn разбивается на n +1 часть меньшего диаметра.
Это прекрасно коррелирует с тем, о чем мы говорили ранее, ведь при n = 2 хватает

именно трех, а при n = 3 — в аккурат четырех частей.При этом нижняя оценка n+1 мгно-
венно следует из рассмотрения множества вершин правильного n-мерного симплекса—
аналога треугольника на плоскости и тетраэдра в пространстве.

Гипотеза, к сожалению, не верна. Ее «с треском» опровергли в 1993 году Кан и Калаи.
Сейчас известно, что гипотеза заведомо ошибочна, начиная с размерности 64. Но даже
в размерности 4 не известен ответ! Известно лишь, что всегда возможно разбиение на 9
частей,и это опять универсальные покрышки. Бытьможет, тут помогут у.п.с.иих обсчет
на компьютере?

А в завершение этого раздела самое любопытное и перспективное. Оказывается,
все контрпримеры к гипотезе Борсука представляют собой конечные множества точек.
Иными словами, всякий раз, строя контрпримеры, мы доказываем, что (см. [8]) хро-
матическое число некоторого графа диаметров достаточно велико (больше, чем n + 1).
Более того, очень многие контрпримеры строятся на основе точек с координатами 0 или
1 или точек с координатами −1,0,1. Возникает вопрос: может, в малых размерностях
у графов с такими вершинами все-таки хроматические числа не превосходят n + 1?
Начиная с какой размерности, эти графы реально работают на опровержение гипотезы?
Этот вопрос изучала команда Циглера в Германии (см. [12]). А недавно В.Б. Гольд-
штейн написал замечательную кандидатскую диссертацию, в которой использовал
компьютерные расчеты для улучшение результатов Циглера и их распространения
на случай совокупностей точек с координатами −1,0,1. Сейчас известно, что в случае
нулей и единиц гипотезу не удастся опровергнуть до размерности 9 включительно, а
в случае −1,0,1 — до размерности 6 (см. [13]). Это настоящее торжество алгоритмики и
программирования, так как известно, что нахождение хроматического числа графа —
это N P -трудная задача, а «тупой» перебор в размерности 9 требует отыскания раскрасок
для 229 = 2512 графов!

Было бы замечательно продвинуться в этой задаче.
3. ЧИСЛА РАМСЕЯ

Еще одна классическая задача комбинаторики — это задача отыскания так называе-
мых чисел Рамсея. Мы рассмотрим только наиболее активно изучаемый случай — слу-
чай, в котором речь идет о графах. Напомним, что Kn — это стандартное обозначение
для полного графа на n вершинах, то есть графа, в котором проведены все возможные C 2

n
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ребер (кратных ребер, ориентации и петель у нас нет).Фиксируем s, t ∈N.Числом Рамсея
R(s, t ) называется минимальное число n ∈N, такое, что при любой раскраске ребер Kn в
красный и синий цвета либо найдется Ks , у которого все ребра красные, либо отыщется
Kt , у которого все ребра синие.

Хорошо известен частный случай задачи о числах Рамсея — утверждение, что среди
любых шести человек либо трое попарно знакомы, либо трое попарно не знакомы. В
терминах чисел Рамсея это утверждение говорит, что R(3,3) ≤ 6, ведь мы вполне можем
красить ребра графа K6 по правилу «знакомы — красное», «не знакомы — синее».

Можно чуть изменить основное определение. Напомним, что клика в графе — это
любой его полный подграф.Одна вершина— тоже клика. А независимоемножество вер-
шин — множество, никакие две вершины в котором не соединены ребром. Одна верши-
на — это и независимое множество, и клика одновременно.Можно сказать так: R(s, t ) —
это минимальное число n ∈N, такое что для любого графа на n вершинах либо в нем есть
клика размера s, либо в нем есть независимое множество вершин размера t . Напомним
еще, что дополнением графа G называется граф G : в нем проведены те и только ребра, ко-
торых нет в графе G . Тогда R(s, t ) — это минимальное число n ∈N, такое что для любого
графа на n вершинах либо в нем есть клика размера s, либо в его дополнении есть кли-
ка размера t . И, совершенно симметрично, R(s, t ) — это минимальное число n ∈N, такое
что для любого графа на n вершинах либо в нем есть независимое множество вершин
размера s, либо в его дополнении есть независимое множество вершин размера t .

Как ни крути определение, а проще не становится. Очевидно лишь, что R(1, t ) = 1, а
R(2, t ) = t . Дальше темный лес. Подробности о числах Рамсея можно найти и на Вики-
педии, и в книгах [14–16]. Мы же сейчас поймем, причем здесь компьютер, и, главное,
обсудим одну недавнюю и очень интересную вариацию задачи.

Компьютер, конечно, по делу. Действительно, допустим, мы знаем, что R(5,5) ≤ 200.
Значит, нужно посмотреть все графы на не более двухстах вершинах и проверить, прав-
да ли, что для каждого из них либо в нем, либо в его дополнении есть независимое мно-
жество вершин размера 5. Правда, тут дела не лучше, чем в проблеме Борсука в малых
размерностях: «тупой» перебор задействует более 2C 2

200 = 219900 графов! Таким образом,
нужны и алгоритмические идеи, и хорошее программирование. Разумеется, это никак
не поможет найти асимптотические оценки, то есть оценки величин типа R(s, s) при
s →∞. Для этого есть глубокая математика. Но интерес к значениям чисел Рамсея при
«малых» s и t от этого не слабеет. Это особенно хорошо видно из обзорной статьи [17].

А теперь о новой задаче. Как мы помним, проблема Борсука тесно связана с графами
диаметров. Есть еще одна классическая проблема комбинаторной геометрии — пробле-
ма Нелсона–Эрдеша–Хадвигера (см. [3, 7, 8, 10, 18]). Здесь не столь важна ее суть, сколь
те графы, которые возникают в связи с ней, так называемые графы расстояний (или ди-
станционные графы). Итак,G = (V ,E) дистанционный, если V ⊂Rn с некоторым n и

E = {{x,y} : |x−y| = a}

с некоторым a > 0. Иными словами, мы соединяем ребрами те и только те вершины,
которые отстоят друг от друга на заданное наперед расстояние a. При a = 1 говорят о
графах единичных расстояний.

Отметим, что независимое множество вершин изоморфно некоторому графу единич-
ных расстояний в любой размерности. Достаточно лишь расставить вершины на боль-
ших единицы расстояниях друг от друга. Это наводит на мысль о введении следующе-
го дистанционного числа Рамсея Rdist(s, t ;d): это минимальное n ∈ N, при котором для
НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ МОЛОДЫХ УЧЕНЫХ 29



Райгородский А.М.

любого графа G на n вершинах либо в G есть порожденный подграф, изоморфный неко-
торому графу единичных расстояний на s вершинах в Rd , либо в G есть порожденный
подграф, изоморфный некоторому графу единичных расстояний на t вершинах в Rd . Тут
надо пояснить, что, когда мы говорим «порожденный подграф», мы имеем в виду, что
это подграф H = (W,F ) графа G = (V ,E), у которого W ⊆ V и, главное, для любых вершин
w1, w2 ∈W если они образуют ребро из множества E , то они образуют и ребро из множе-
ства F .На рис. 4 приведены примеры порожденных и не порожденных подграфов. Часто
еще говорят «индуцированных».

Рис. 4

Получается, что, так как независимое множество всегда реализуется графом единич-
ных расстояний, то Rdist(s, t ;d) ≤ R(s, t ). Оказывается, есть и куда более хитрые соотноше-
ния. Однако к настоящему времени более или менее исчерпывающе исследован только
случай, когда s = t и s →∞ (см. [19, 20]).

Таким образом, совершенно естественная и, несомненно, подъемная задача состоит
в отыскании или получении оценок чисел Rdist(s, t ;d) при различных конкретных «ма-
лых» значениях параметров.
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